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1. INTRODUCTION 
Dans [3] J-M. Bony a introduit une nouvelle classe d’optrateurs, les 
operateurs paradifferentiels. En utilisant cette theorie, on a Ctudit la 
regularite locale et la propagation des singularitts des solutions pour des 
equations aux derivees partielles non lineaires gentrales [ 1, 3,4, 12, 131, et 
on a aussi consider& la regularite microlocale pour des problemes aux 
limites non lineaires [2, 7, 111. Les resultats de ces travaux sont analogues 
aux resultats correspondants pour les problemes lineaires et semi-lineaires 
1% 6, 8, 101. 
On remarque que la theorie des operateurs paradifferentiels est un outil 
efficace pour traiter des operateurs differentiels a coeffkients peu rtguliers 
et lintariser des equations aux d&i&es partielles non lineaires tres 
gentrales, et done les etudier comme des equations lineaires. De plus, 
quand on considere un probleme degenere, si l’on utilise la definition du 
degre de dtgenerescence usuelle pour les problemes lintaires, on a besoin 
de beaucoup deriver les coefficients de l’operateur. Mais en general, les 
coeffkients des optrateurs linearises sont peu rtguliers, parcequ’ils depen- 
dent de la solution qui est a priori peu reguliere. On doit done chercher 
une definition de condition de degtntrescence qui ne consumme pas trop 
de dtrivtes des coefficients, et decrit un haut degre de degintrescence. 
Pour ce faire, on introduit dans [12] une condition de sous-ellipticite 
qui decrit une dtgenirescence d’ordre fini quelconque, et ne ntkessite que 
des coefficients C2. Bien stir, si les coefficients sont C”, la condition de 
[12] est equivalente a celle d’Hormander defmie par des commutateurs (et 
qui demande Cvidemment becaucoup de derivtes des coefficients des 
optrateurs). Le but de cet article est de definir la bicaracteristique 
glneralisee issue de points de glancing (cf. [S]) et d’etudier le comporte- 
325 
0022-l 236190 $3.00 
Copyright % 1990 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproductmn m  any form reserved. 
326 ('HAo-JIANG XU 
ment des singularites microlocales d’une solution reelle W du probleme 
de Dirichlet d’ordre deux non lineaire et non caracttristique, ou 
.F= 5 + n/2 + E, c >O. On a obtenu un theoreme de propagation des 
singularitts le long de la bicaracteristique generalisee pres d’un sous- 
ensemble de I’ensemble de glancing. Si les coefficients de l’operateur sont 
C”, cet ensemble comprendra G’\G’^ - (notation de [6]). Avec les resultats 
de Sable-Tougeron [ 111 et Leichtnam [7], nous avons done Ctendu le 
resultat de Melrose et Sjiistrand [8] au cas non lintaire. 
Dans la section 2, nous reprenons la notation exposee dans [ 1 l] de 
regularite microlocale en un point du bord et enoncons nos definitions et 
nos rtsultats. 
Dans les sections 3, 4, et 5, nous transformons, par la paracomposition, 
l’operateur paradifferentiel tangentiel en sa forme canonique, comme dans 
C61. 
Dans la section 6 nous etudions l’existence locale de bicaracteristiques 
gtneralisees. Finalement, en modifiant les theoremes de Leichtnam [7], 
nous prouvons notre thtortme dans la section 7. 
L’auteur tient a remercier les professeurs S. Alinhac et J-M. Bony pour 
de fructueuses conversations, et leur invitation a Orsay en Mai 1989. Ce 
travail est supporte par “Fok Ying Tung Education Foundation.” 
2. ENON& DES RBSULTATS 
Soit Q un ouvert a bord de R” defini par q 3 0 et LX~ dttini par cp = 0, 
oti cp est de classe C”. Nous considerons une solution rtelle u de classe 
Hf,,,(Q) de l’equation aux d&iv&es partielles non lintaires du second ordre 
avec s=5+n/2+&, E>O, 
F( y, iYu) = 0 (1) 
dans Q od F(y, za), Ic(( ,< 2, est une fonction reelle C”. Soit L( y, Dy) 
l’operateur differentiel linearise de F( y, 8%) defini par 
UY, DJ= c (~zJY(Y, WY)) aa. (2) 111 < 2
Nous supposerons toujours que 852 est partout non caracttristique pour L 
et que L est de type principal reel. 
Supposons que, dans un voisinage de x0 E X?, cp( y) = y, -f( v’), ou 
y’ = ( yz, . . . . y,). Soit ~1’ = (f(xb), XL, t&) = (.x0, t&) E T*&2\{0}. La 
proposition suivante est empruntee a Sable-Tougeron [ 111: elle permet de 
definir de maniere invariant (pour U) la notion de regularitt microlocale 
jusqu’au bord au point a0 E T*BQ. Posons x, (x, , x’) = (x, +f(x’), x’), 
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dans le systeme de coordonntes (x1, . . . . x,), Sz et d0 sont respectivement 
definis par x1 2 0 et x1 = 0. 
PROPOSITION 2.1 (Sable-Tougeron [ 111). S’il existe un operateur 
pseudo-differentiel tangentiel A E To (W”,) (cf [8]), proprement support& 
elliptique en (x0, <b) et tel que A (i.e., x1) appartienne a Hfi,(@“,) aoec 
s’ 6 2s - 2 - n/2, alors cette propriete est vraie dans toute autre carte de bord 
(definie par un graphe) de %2 relative a x0 E X?. En ce cas, on dit que u est 
microlocalement de classe H”’ au point CC’, ce qu’on note u E W&. 
Maintenant nous rappelons quelques definitions gtometriques (cf. 
[6-83) pour les points du bord. Notons j* la surjection naturelle de T:OR” 
sur TX*, 352. Son noyau est le conormal Nx*, &Z Notons I,,( y, 5) le symbole 
principal de l’optrateur lintarise (2) et H,, le champ hamiltonien de I,,: il 
est de classe C3 car s = 5 + n/2 + E, E > 0. Soit q. E IV,*, XI\(O), Lo(xo, qo) 
est non nul car 1352 est non catacteristique pour Lo. 
DEFINITION 2.2. Soit a0 E T,*, X?\(O) et to un antecedent de CX’ par j*. 
Le point U’ est dit: 
(a) point elliptique si le trinome Q(A)=L,(x,, ~o+A~o) n’a aucune 
racine reelle, 
(b) point hyperbolique si Q(A) possede deux racines reelles distinctes, 
(c) point de glancing si Q(A) possede une racine rtelle double A,. 
Nous notons les ensembles des points elliptiques, hyperboliques et 
glancing respectivement, E, H, et G; dans G, si H&cp(x,, to + I,n,) > 0, 
~1’ est dit point de diffraction, si HL(p(xO, to + A,?,) < 0, a0 est dit point 
de gliding. Les ensembles correspondants sont note Cd, G,, et enlin 
G3 = G\(G,u Gg). 
Le comportement de la solution u dans les regions elliptiques, hyper- 
bolique, de diffraction et de gliding est bien ttudie par Sable-Tougeron 
[ll] et Leichtnam [7]. Nous allons done Ctudier le comportement de la 
solution pres des points de G3: Remarquons que nous ne supposons que 
u E H&,(O), s = 5 + n/2 + E, E > 0. On ne peut done pas, comme dans 
[6, 81, dtlinir Gk, les sous-ensembles de G3, avec k > 4. L’existence et 
l’unicite de courbe bicaracttristique generalisle issue de point de G3 posera 
un probleme grave. Nous cherchons maintenant des conditions sur G3 pour 
l’existence et l’unicite locale d’une courbe bicaracteristique generalisee. 
Suivant Hkmander [6], on donne: 
DEFINITION 2.3. Le champ de vecteur 
Hyo = H,, + U$,dH;~o)H, 
tangent a G est appelt le champ de vecteur de gliding. 
(3) 
580/92/2-2 
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HL est la projection de H,, A I’espace symplectique cp = {I,,, ‘p} = 0, on 
le vlrifiera en coordonntes locales. Notons aussi que Hfo = H,, sur G3 et 
est indkpendant du choix de cp. Ici, ZZFO est un champ de vecteur non nul 
de classe C’ car L, E C3. Ceci permet de montrer que le champ de vecteur 
Hz0 dkfinit un feuilletage de G par ses courbes intkgrales, appeltes courbes 
de gliding. 
DEFINITION 2.4. Un arc de bicaractlristique gkkraliste de L, est une 
application 
oti Z est un intervalle de R ‘, B c Z, telle que Lo 0 y = 0 et vtriliant de plus: 
(i) y(r) est diffkrentiable et y’(t)= HLO(y(r)) si ye T*fi\(O} ou 
y(t) E Gci, 
(ii) y(t) est diffkrentiable et y’(t) = HzO(y(r)) si ye G\Gd, 
(iii) Les points de B sont isoks et pour r E B si s # r et Is- rl est 
suffisamment petit, Y(S)E T*.d, les limites y (r f0) existent et sont deux 
points diffkrents de la m$me fibre (hyperbolique) de aT*SZ. 
Nous ttudions maintenant l’arc de bicaracdristique gtnkraliske prks de 
G3. Quelque soit a0 E G3, il existe alors une unique courbe de gliding pa’(r) 
avec /?a’(O)=a” et D’(r)=HE(p(r)) d&it sur I= (r6lR’; )rl CT}, un 
voisinage de 0 dans R’; on note I+ = {r > 0; ItI < T), I_ = {r < 0, (rl < T} 
oti T est une constante positive suffkamment petite. Nous donnons la 
dkfinition suivante: 
G* = {a” E G3; il existe T> 0 tel que la fonction r H H%cp(/?a”(r)) 
est monotone respectivement sur I+ et I- } 
Dans la section 4, on va montrer: 
LEMME 2.5. Suit f = (y(r); r E R’} une courbe de bicaracrkristique 
gPntralisCe de L,. Supposons que Tn (G’ \G*) = 4. Alors r esr dkrerminke 
par un quelconque de ses points. 
On peut maintenant tnoncer notre thkorkme principal. 
TH~OR~ME 2.6. Soir u E H:,,(Q), s = 5 + n/2 + E, E > 0, u liiR E C”, une 
solution rkelle du probEme de Dirichlet non lintaire pour /‘equation (1). Soit 
s’ < 2s - n/2 - 912. Supposons que u soir microlocalement de classe H”’ en un 
point de r, et que la projection sur la base de H,, (x0, to, 2, vo) soir non 
nulle, si a0 E Tn Gd, A, &ant le rkel de la dtfinirion (2.2~). Alors en tour 
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point de r, u est microlocalement de classe WfP6 (pour tout ‘d6 > 0), 
oti r est une courbe de bicaractkristique gtn&aliste de L, vPrifiant 
Tn (G3\G*) = q5. 
Remarque 2.7. Le theoreme de propagation de J-M. Bony [3] a 
l’interieur et le theoreme de reflexion pres des points hyperboliques du bord 
[ 111 correspondent A l’indice s’ < 2s - 2 - n/2. Dans l’tnonce precedent, il 
y a done une perte de z + 6 par rapport a ces resultats. Les indices de 
E. Leichtnam dans [7] ne sont pas corrects, car pour obtenir l’equation 
paradifferentielle canonique du Theoreme 3.7, on doit utiliser la paracom- 
position et cela entraine une perte dun cran de regularite (l’equation (5) de 
[7] n’a pas lieu). Mais, a partir de l’bquation canonique du Theoreme 3.7, 
les demonstrations de [7] sont correctes. On utilisera done les rtsultats de 
[7] toujours avec cette correction d’indices. 
3. PARALIN~ARISATION TANGENTIELLE DE L%QUATION 
3.1. Quelques rappels 
Suivant Hormander, pour s, s’ E R, n > 2, on designe par W”(W) 
l’espace des distributions u E Y’(W) dont la transformation de Fourier li(<) 
v&tie: 
((u(&= (2x)-” j (I+ 1512)“(1 + W)” lW)12 4 < + 00 
ou x = (x, , x’), < = (r r, r’). W: designe le demi-plan x1 > 0. Pour l’espace 
de Hormander, on a: 
LEMME 3.1 (Proposition 1.7 de [ll]). Si s > l/2, s + s’ > n/2 et 
s + 2s’ > 112 l’espace P”’ est une algPbre multiplicative. 
DI~FINITION 3.2. Pour s, S’ E R, s > l/2, s + s’ > n/2, p(s, s’) designera un 
nombre choisi comme suit: si s’ # (n - 1)/2, p = min{ s - l/2, s + s’ - n/2}; 
si s’ = (n - 1)/2, p < s - l/2. 
L’hypothese s > l/2, s + s’ > n/2 entraine l’injection de H”,“’ dans l’espace 
de fonctions Hijlderiennes Cp (si p E N, Cp generalise la classe de Zygmund 
notee Ci dans Meyer [9]). 
DEFINITION 3.3. Soient (x,, &,)E &‘+ x (R”-‘\(O)) et UEW”‘(W+). On 
dit que u est microlocalement de classe H”,” en (x,, &,) (note u E H;;;, i;b,), 
s’il existe un operateur pseudo-differentiel tangentiel T E T”( RT ), elliptique 
en (x0, &,), tel que TM E F”(RB”, ). 
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DEFINITION 3.4. Soient s, S’E R tels que s+s’ > n/2 et IS’/ < (n - 1)/2; 
pour m’ rCe1, on dksigne par T$(R’+ ) la classe de symboles p(x, 5’) de 
classe C” en t’ tels que VX E RJi” ‘, x H a:, p(x, (‘) est de classe FP”( R’: ) 
et: 
IId;. p(x, r’)ll,,,, 6 C,( 1 + It’1 )*“-‘z’. 
Nous noterons p(x, D’) l’optrateur paradiffkrentiel tangentiel de symbole 
p(x, 5’) d&it dans [ 111. 
Soient p E T’Jli, et q E T$ alors en proctdant comme dans [ 1 l] on 
montre qu’il existe un optrateur R(x, II’) borni: sur X, 3 0 A valeurs dans 
S~;+m”-(S’+S--n’2) (si s+s’-n/2 n’est pas entier) tel que P(x, D’)c 
q(x, II’) - R(x, D’) soit un opkrateur paradiffkrentiel tangentiel ayant pour 
symbole: 
pfq= c ; a;: p(x, 5’) D$q(x, 5’). 
lol’J<s+s’-n/2 . 
(4) 
PROPOSITION 3.5 (cf. [7]). Soit a(x, 5’) E T$(R; ) oti s > l/2, s + S’ > 
n/2, et t E l-s, s]. Considhons v E H’,“(R”, ) n H;;‘,, cb, oti (x0, 5;) E RI x 
(W1\(O}). Al ors a(x, D’)o est microlocalement de classe H’*’ en (x0, 5;) 
avec 0 = min(z’ -m’, t’ - m’ + p) oli p est dC;fini dans la Dkfinition 3.2. 
PROPOSITION 3.6 (cf. [ll]). Soit FE C”(R: x RN) u^ne fonction rPelle h 
support compact en x et soinet ul, .,., uN des functions rCelles de classe 
H”,“‘( & ) oti s > l/2, s + s’ > n/2 et s + 2s’ > l/2. Alors : 
F(x, u,, . . . . u,,,)- c 176”,~~,,,,u,~H”,“+~(W:) 
i= 1 
oti p = p(s, s’) et 17’ dhigne le paraproduit tangentiel d@ihi duns [ 111. 
3.2. Application h l’tquation (1) 
Nous ktudions maintenant l’bquation (1) dans un voisinage de x0 E a&?. 
Le fait que 80 soit non catactkristique, le thtor&me des fonctions implicites 
assurent l’existence d’une carte de bord y’ w  (f( y’), y’) telle que si on pose 
x1 (x1, x’) = (x, + f(x’), x’) et u 0 x1 = 6, alors E est solution, dans un ouvert 
6+ = 8 n {x, > 0) de W?+ contenant x0 = (f (0), xb), d’une Cquation, 
a.:,5 + G(X, . . . . sac, . ..I = 0, (5) 
oti lul G 2, a # (2,0, . . . . 0), G est de classe C” A support compact. Comme 
6~ H”(G+), en utilisant l’itquation (4) et le lemme 3.1, on peut prouver que, 
pour tout E>O, i=s-2-1/2-e, ~EHS+~-~(~+)~HS+P,-P(Q+) oti 
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p=s-2-n/2>3; on a done, V ICI) < 2, aaGE Hs+i-2T-i(6+). En notant 
ii,(x) = a,.,G(x, . ..) @G(x), . ..). on a, d’apres la Proposition 3.5, 
G(x, . . . . a5, . ..) -1 ngl as HS+~~*~-~+~C~“)+ ). 
? 
On a done obtenu une equation paradifferentielle tangentielle: 
ap+C ni, axa= g surO+, (6) 
I 
oh g E ffsfi-2,-i+p c H”+Pp2(cZ+), Ic(( < 2, 1~11 # (2,0, . . . . 0) et 
;,Eff~+i-2.-i(~+). 
3.3. Elimination des termes croisPs 
Nous ttudions maintenant l’equation paradifferientielle (6), que nous 
reecrivons sous la forme 




est un optrateur paradifferentiel tangentiel a symbole dans Tz+ ip *, _ ?. 
Nous allons maintenant transformer l’kquation precedente par un 
changement de variable. Nous considtrons d’abord les problemes de 
Cauchy suivant: 
$+ i &3&O sur f5 
I j=2 J (7) 
gkix,=O=jk k = 2, . . . . n 
oh fk E C,“(W) est Cgale a xk dans un voisinage 6 de l’origine dans R”, 
avec 6 +=ChR;, 5 E H” + ‘~~2 ~ ‘(0) des prolongements de ii,, . 
On definit maintenkrt: 
l9:6+0, @Xl, x’)= (Y,, Y’) 
avec y,=x,, y,=g,(x), j=2 ,..., n, g,(xb)=O. 
La regularitt de 8 est la suivante: 
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PROPOSITION 3.7. B est un d~ffkomorphisme de la classe H’+ i ‘. ‘, 
&S-2-&& 
DPmonstration. Comme a,, E H”+ i 2. ’ - c C’(w), l’existence et I’unicitk 
de solutions g, c C3 est classique, il now reste done h dkmontrer la 
rkgularitk de g,. Notons P = a,, + Cyz2 a,, d, = 8,X, + A, et 0 = 
] -6, S[ x o’; o’ Ctant un ouvert de I&?“- I. On a alors: 
II g(t, . III $(d) 6 c 
i 
II do, . III &d) + J1: lIP&o~) d+ (8) 
pour tout -T<tdT, O<T<6, et gECA(W). On sait dkjh que 
g E C3 c H1,2(~). On pro&de maintenant par induction. 
Soit j un entier infkrieur A [s - 21: supposons que gE H1v’-2(~), et 
dkmontrons g E H’,j- ‘(6). On a 
VaEN”, Ial<j,a=(O,a’), paag= F,, 
Oil 
F,= i C a%i,,a+fla,g, 
j=2 o</Jga 
done: 
iwd(f, 4 tZco.) Q c vwo, . )II t2cosj +jT IIFm(4 Mz(d) . 
0 i 
On estime maintenant IIF,(t, .)11~2~o): pour les termes IpI = 1, 
[a-fl+ll<lal, on aalors aatij,EC2, done 
pour les autres termes, en utilisant la d&composition dyadique, ils appar- 
tiennent A L2(S): en effet, a%ij, E fFzp lb', et aa@+ lg E HO-j-' -'la1 +W p2, 
IBI -220, I/I?/ <j< [s-2], done, asa,;a~-“+‘gEEP,‘(~), ob 8= 
min(lPl-2, s-2- IPI, s - 4 - n/2). On a finalement dbmontrk qu’il existe 
une fonction f(t) E L2( [0, T]) telle que: 
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on a done, pour 0 < T < 6 sufftsamment petit, 
c’est-a-dire que g E Ho, [‘- 27 (6). Considerons maintenant l’equation (6): 
a,,g=AgEH”,C”-2’-‘(~), 
on en deduit que gEH’~C”~21~‘(U”)), et linalement que g~HC”-21(c5). On 
paralintarise maintenent l’equation (7). Soit A’ l’operateur paradifferentiel 
associe a l’operateur A: on a: 
a,,g+A”g=fiEH”-*(c5), (9) 
en effet, avec les notations de [3], 
od cY,gEHCS-31cCL, done Tax,aacH”-2 et R(a,a,g)~H~-‘+~~-~‘-~‘~. 
En posant, fi = Cy= 2 ( Ta, ,tij, + R(cS,, , a,)), on a obtenu (9). 
Maintenant, soit (r = s 2 2 - [s - 2]> 0: en posant A” = (1 + A’)“12, on a 
alors que [AU, A] est un operateur continue de H&” dans H’,“-“, pour 
tout t, t’ E IL!‘. En procedant comme prectdemment, on peut demontrer que 
g E Hse2; pour la regularite normale, on utilise l’equation (7) et le lemme 
3.1, d’ou tinalement 0~ Hs-2fi,-i. 
Pour l’inverse x = 0-‘, on a 
en utilisant l’equation (7) et (W/ax’) . q’ = ((%/8x) . rj)‘, on a 
aXj/aYI =aj,(Y19 X*(Y)7 -9 Xn(Y)h j = 2, . . . . n (10) 
et xl(y)-y,=x,. Comme %EHS-~,XEH~-*. D’apres le thCoreme2 de 
[ 11, tij, (x( JJ)) E Wp2(o) (s - 2 - n/2 > 3). En utilisant le lemme 3.1, 
l’bquation (10) implique la regularite normale de 1. En utilisant la proposi- 
tion 4.5 on a done demontre la proposition par induction. 1 
Evidemment, la definition de 8 depend des prolongements des fonctions 
tij, dans l’equation (7): mais y, =x,, done la restriction 81,+ est un 
diffeomorphisme de classe Fm2+ i, -j de G+ dans w  + = w  n I&!: inde- 
pendemment de ces prolongements. 
PROPOSITION 3.8. Soit 
j=2 jk = 2 
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le symhole principal de l’kquation (6), et x = H ‘; on a alors 
lk = 2 
oti aikEH”+i-4’Pi+1(0), et uikjCu+ indkpendant du choix des prolongements 
des fijk. 
Nous allons dkfinir un opkrateur de “paracomposition” I*. Comme dans 
[ 11, il conserve la rCgularitC microlocale de la solution de (6) et l’optrateur 
paradiffkrentiel tangentiel.de (6) se conjugue par x* en un optrateur de 
symbole c. On aura done Ie: 
TH~OR~ME 3.9. Soit 5~ H”+‘, i (6 + ) la solution de (6). On a alors 
~(,*i7)m+~-3--E(w+), 
pour tout E > 0 oti le symbole principal de P est p. 
4. PARACOMPOSITION DANS LE DEMI-PLAN i?; 
NOUS prkcisions ici la construction de la paracomposition de [ 1 ] dans le 
cas d’un demi-espace. Nous considkrons deux syst&mes de couronnes 
dyadiques. 
(i) Les petites couronnes, 
avec la partition de l’unitk 1 = (p(c)+ C,+zO t,h(2-“0, on pose 6,= 
11/(2-pD), 6;=11/(0,2-PD’), sp=cp(D)+~,p~o~(2-~D), $=(p(O,D’)+ 
C,P=01/1(0,2-pD’), et SPPz=S,oS;., sPP.=sP~s~~. 
(ii) Les grandes couronnes, 
avec la partition de l’unitt 1 = Q(c) +CF=, y/(2-P5), on pose A, = 
Y(2-p D), A; = Y(0, 2-p D’), S, = Q(D) + C,p=, !P(2 --y D), S; = @(O, D’) 
+C,P=, Y(0, 2-q D’), et A,, = A,0 Aj,,, S,,, = S,oSb,. 
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Les distributions UE ~‘(65) seront decouptes selon le systbme de petites 
couronnes, u = C,, Gp + ,6,,u = C,, p9 upp8. Pour un compact Kc o don@ 
on choisira C assez grand pour que y voisin de x-‘(K), et r E- cj, on ait 
‘x’( y ) [ E C,, oti x : 15 + w  est un diffeomorphisme entre deux voisinages de 
0 dans R”. Les distributions t’ E E’(O) seront decouples par le systeme de 
grandes couronnes. 
On notera, pour u E E’(W), [a],, = xv,,,, oti la somme est etendue a tous 
les indices j et j’ pour lesquels le spectre de u,~ = A,, u rencontre C, n Cb,, 
c’est-a-dire p - N, < j d p + N, , p’ - N, < j’ < p’ + N, pour un certain N, 
(lie a C). 
Soit maintenant de plus x E IT,“, 2>1/2, r+t’>n/2, et x=(x,,x’), 
x1 ( y) = y,. Dans la suite, on supposera toujours p > 1 od p definit dans la 
denition 3.2. Pour u E E’(G) avec supp u c K, on dtfinit 
x**(u) = 1 C$l b,,‘Ydlpp’ 
P’P 
(12) 
oti $r E C;(o), *I = 1 dans un voisinage de x-‘(K). 
La definition de x** fait intervenir une troncature $r, un systeme de 
couronnes C, n Cb, et une “recoup? [ .] ,,p8. Lorsqu’on change ces elements, 
x ** sera modifie par une application regularisante; pour etudier cette 
modification, on a un lemme technique analogue a celui de [ 11. On 
remarque que, dans la double decomposition dyadique, il existe seulement 
les termes u pps pour p’ < p + N,, parce que si p’ > p + N,, C, n C,. = 4. 
LEMME 4.1. Soient UE P(S) auec spectre u c C,,,, II/, t+b, E C?(o) et 
$1 = 1 au uoisinage du support de I+G, i = (x1, $2’) et Sppsi= (xl, S,,j). 
(a) Pour I2q+N,, et kEb4, on a 
Il(ll/(u~spp.~))rr~~/~2~Ck2-~k2p(k~P+1)~ JIUllL2 
pour I’>q’+NO, et k~hJ, on a 
Il(ll/(u~spp~~)),,~~lL2~Ck2-“k2p’(k-p+’)+ llUllL2. 
(b) Pour -l~I,~I,~q-N,etkE~,ona 
II 
; ($(u%9pp~~))j,~ <Ck2-9k2p(k--+1)+ (IU(IL2 
j= /I II L2 
pour -1~I;d1;6q’-N,etkE~,ona 
II t (Il/(udpp~~))/f <C,2-9’k2J+P+l)+ I\41L2. i’ = /i II LZ 
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duns H”,“‘+p-l--t: pour tout E> 0 st s’d0, s’+ p - 1 >O, s> l/2, 
s + s’ - n/2 > 0. 
(c) 
H& 
L’ophrateur R:u+Cpp,{ [$(u,.~~Sp, 2)],,,-~(u,,~S,,x)} envoie 
DPmonstration. La dkmonstration de (a) et (b) est exactement comme 
dans [l]. On dkmontre maintenant (c), on a: 
1 (u,~~spp~i)+ C (u,+,,~~, 
p>/+No+l pCl-No-1 )) //’ 
Pr P’ 
p>/‘+N~+l p’CI’- No- 1 
=z+zz+zzz+zv 
Pour traiter les termes Z, on utilise (b) avec k > p - 1, et l’on obtient, pour 
pd P’-No, 
prenons E’ > 0 petit tel que s + s’ + p - 1 -E’ > 0, on a alors 
c (Il/(upp~ospp~jg,,’ L’<cr’(‘+S’+p-‘-~‘) 
p>l+No+ I Ii 
P’ 
< C,[,J/S-/‘w+P- 1 -e) 
\ 
oh 0 <E <E’. D’aprh le lemme 1.2 de [ 111, on a dkmontrk ZE Hs*s’fpP1 
pour E > 0 suflisamment petit. En utilisant (a) et (b), la dtmonstration de 
ZZ, ZZZ, ZVE HS,S’+P-‘--E est exactement comme pour I. 1 
Comme dans [ 11, on utilise aussi l’expression suivante de x**u: 
x**(u)= c E~,(upp,os,,,l?)l,,+R,u. 
P.P’ 
(13) 
LEMME 4.2. L’opPrateur R,, operant sur les fonctions Li support duns K, 
envoie H”.“’ duns Hs,S’+p ~ I pour tout S’S’ E R. 




Dans toute la suite, on considere done x** comme dttini a un operateur 
(p - 1)-regularkant tangentiel prb. On a Cvidemment x** : H;&&(K) --) 
W”’ pour tout s, s’ E R. Pour les invariances de definition de x**, on a le 
lemme suivant. 
LEMME 4.3. (a) Un changement de I+!J, modifie x** par un operateur 
regularisant. 
(b) Si XT* et x:* sont d&finis par deux recoupes [ ],, differentes ou 
des systtmes dgferents de petites couronnes, XT * - x2** envoie H:&,,(K) 
dans H’*“+ p- ’ p-e pour tout s, s’ E Iwl avec s’ Q 0, s’ + p - 1 > 0, s > l/2, 
s + s’ > nJ2, oti E > 0 est suffisamment petit. 
En utilisant le lemme 4.1, le demonstration du lemme 4.3 est exactement 
comme dans [ 11. Avec la meme methode, on a les lemmes de composition 
et de conjugaison suivants: 
LEMMA 4.4. (i) Soient x0: wO-+o, et x,: w1 -+ w2 des Hr.“-dzffeomor- 
phismes de type precedent. Alors, pour tout u avec supp u c KC w2, on a 
(pour Ic/ e G’(wl), IL, = 1 en x;‘(K)) 
x:*($x:*(u)) = (xl .xo)**(u) + R,u (14) 
ori R2 envoie W”’ dans HS,S’+P-‘--E pour tout s’ 6 0, s’ + p - 1 > 0, s > l/2, 
s + s’ > n/2. 
(ii) Soit h(x, t) E C~,,(CS,) un symbole a support compact en x 
(appartenan t a H’, ” en x) et UE E’(G), supp u c K. On a alors, avec 
i= min(t, z - l), i’= min(t’, t’), et 11/l E CF E (6), Ic/1 = 1 prb de K, 
~**(ll/~ZZ;u) = &x**(u) + R,u (15) 
338 ('HAo-JIANG XU 
La dtmonstration de ce lemme est justement comme dans [ 11. La 
rkgularittt du symbole h* dkoule du lemme de lidtarisation suivant. 
PROPOSITION 4.5. Soit u E E’(O)), supp u c K, u E H”-“. Supposons s > l/2, 
s + s’ > n/2 + 1; t > l/2, z + t’ > n/2, T + T’ + s’ > 312, s + s’ + t’ > 312, s’ < 0, 
z’<O et s’+p-1 >O, z’+0>0, oti a=min(@-1,p) et p>O avec 
jj = p(s, s’). On a alors, pour (I/ = 1 pr& de x ‘(K): 
u~~x=x **(u) + cCl~;lV~U, xi’ +f (17) 
avec fEfp’+P I+t:+H’>r’+o. 





+ c c (s,6~~u~s,~-s,s~~u~s, ,I) p’ > I pa0 i 
=d( c upp’dQ+ c 1 (s,6~~u~Sp~-s,s~.u~Sp ,I) 
f&p’>- 1 pso p’> I 1 
= $(I+ II). 
En dkcomposant S,i par rapport aux variables tangentielles, ii vient: 
PROPAGATION DES SINGULARITkS 339 
D’aprks le point (c) du lemme 4.1, on a ($I1 -x**(u)) E Z-ZS~S’fP~l~E. Pour 
les termes Z2, on a 
s 1 12= 1 S,A;.+,x”’ u~~,o(S,,,~+tS,A~,+,R)dt 
P,P’B -I 0 
d’aprks le lemme 1.2 de [ 111. On a 
Comme Z2 est une somme de termes A spectre dans des boules-couronnes 
d’aprks le lemme 1.4 de [ 111, on a I, E ZY’+ p -- I. 
Pour les termes Z3, on a 
par transformation de Fourier partielle en x’, on a 
d’autre part, par transformation de Fourier partielle en x1, on a 
done 
Comme Z3 est une somme de termes A spectre dans des bi-boules, d’aprtk 
le lemme 1.6 de [ 111, on a Z3 E H”,“’ + p - I. 
On Ctudie maintenant le terme II, on a: 
II= c 1 Apf’jol s,&u’~(S,-,i+ t A,j)dt 
p’>-I pa0 
= c 1 App.T :s,,u’-(s,p,j+t A,f)dt 
pa0 p’>-1 
s 
+ 1 2 A,S;ri’f s,6b,~‘“(S,_~1?+tA,X”)dt 
pa0 p’,-1 0 
=zz,+zz,, 
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Y  PP’ = s,,(u’)~(S,~,~+rA,~)dt-S,. NOP.~NO(~‘a~). 
0 
Comme U’ 0 x E C”, on peut facilement obtenir l’estimation 
lIYpp’ll L’ d c2 -p’u 
done, d’aprbs le lemme 1.8, 
c YPP, 
. App,x”’ E H’,“+ *. 
PP’ 
On a done obtenu 
avec f ~fFs’+P-lPE+HT~T’fO, pour tout E>O. l 
Comme dans [ 111, on titudie maintenant la diffkrence de T; et Ti. On 
a les rtsultats suivants. 
LEMME 4.6. Soient aE H”.“’ avec s > l/2, s + s’ > n/2, b E H’,” avec 
t > 112, t + t’ > n/2. On a alors, pour sf + t + t’ - n/2 > 0, 
(,:_,:,),,,,,.‘+,+f’--n/2. 
(18) 
Dkmonstration. On a 
n:.b=CSb,~No(a).Ab,(b) 
=i S,-,,,,-,(a).A,,(b)+C d,S~,-,(a).S,+,dp’(b) 
PP’ PP’ 
comme dans la preuve de la proposition 4.5, on a 
d’aprks le lemme 1.6 de [ 111, on a dkmontrk le lemme. 1 
PROPAGATION DES SINGULARITkS 341 
LEMME 4.7. Soient Ic/ E Cp( R”), a E H”,“‘, b E H’s” comme duns le 
lemme 4.6, on a alors pour s’ + t + t’ - n/2 > 0, 
($F:b- flab) et ($ITgb - ZZi$b) E HS~S’f’+“-“‘2. (19) 
En utilisant ces deux lemmes, on peut alors amtliorer le resultat de la 
proposition 4.5 comme suit 
~“x=x**(~)+~;v,.,,.x*x’+ g (20) 
a,,ec g E H&S + P ~ 1 -  E + H’)” + g. 
Maintenant, pour u E H”,“‘(b + ) avec supp u c K E fin + et 1 E H7,r’(~ + ) un 
diffeomorphisme de w  + dans 6 + du type precedent, on prend x1 E WIT’, 
u1 E H”,“‘(6) les prolongements de x et U. Si S, s’ et r, z’ verifient l’hypothbse 
de la proposition 4.5, on d&tit 
On a alors: 
x*(~)=x:*h)l,+. (21) 
LEMME 4.8. Soient UEW”‘(G,.) auec suppucKcG+, ~~H~~~‘(co+),s,s’ 
et T, T’ vert~ient Phypothtse de la proposition 4.5. Supposons que x1, x2 E 
H’,“(o) sont deux prolongements de x, et ul, USE H”,“‘(cZ) deux 
prolongements de u. On a alors: 
~f*(u,)(~+ -x$*(u2)lw+ E HS%S’+PP’--E+ HT~T’+O(o+). (22) 
Demonstration. Comme T,: est un paraproduit tangentiel, on a 
Kb)l,+ = T:,,Jl,+ 
done, en utilisant (20), on a done 
Pour la regularite microlocale tangentielle, on a: 
PROPOSITION 4.9. Soient u E H”,“‘(G + ) n H$& auec (x0, 5;) E 0 + x 
(R”p’\{O} et xEW,“. Supposons que s, s’ et T, z’ uerifient I’hypothese de la 
proposition 4.5, on a alors 
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Dbnonstrution. D’apres la definition 3.2, il existe A E i”“( Qi’: ) elliptique 
en (ro, e;,) tel que A(x, D’)uE W”(d+). On a alors, d’apres (15), 
,;*(a(,, D’)~)=x:*(n~~il+,f’,)=ni*x:*ii+x:*(f,)+f; 
oti x, ,a, ti: sont les prolongements de x, A, U, respectivement, et f, E H”. ‘, 
s2 E H”,“’ + p ~ 1 E) A”* E Tz,. , (R’i ). D’autre part, d’apres le lemme 4.6, on 
a 
done 
H”.x:*fi = g, + g, + ~:*(.4(xTD’)u)) +x:*(2(x, D’) ii - A2;) 
g, = -x:*(f;)+f2EHS..~'+P-'~e, 
g,dPr' 
I + 5 + s’ - n/2 
d’apres le lemme 4.8, 
X:*(A”(x,D’)~-Aujl,+~H”.“‘+“~‘-“+H’~”+” 
et x:*(x) E F”, done 
Comme A* est elliptique en ( yO, f&J, en utilisant (4), on peut construire, 
dans un voisinage conique de ( yO, qb), l’inverse de A*, done il existe un 
optrateur BE T’(R”+) elliptique en (y,, $,) et le support du symbole B 
contenu dans un voisinage conique de (y,, &,) tel que 
on a done dtmontrt la proposition. 1 
5. REDUCTION DE L'BQUATION PARADIFF~RENTIELLE TANGENTIELLE 
On ttudie maintanent l’equation (6) et on demontre le theoreme 3.9. 
Pour le diffeomorphisme 19 dtfmi en 3.3, on a 
X=e-1Ew-2 +i,-i(W+)CH”+P.~2~c,~p+& 
avec p=s-n/2-2>3, et pour la solution 6 de (6), fi~H~+~~~~(cG”)+). Les 
indices de x et v” vtritient done l’hypothese de la proposition 4.5. 
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Pour la reduction de l’tquation paradifferientielle tangentielle, on a: 
PROPOSITION 5.1. Soient P et p les opkrateurs paradiff&entiels tangen- 
tiels (d&finis ci l’aide de n’) de symbqles p et $ don&s en (6) et (11) et x* 
dr;finie par (21), pour tout DE HS+‘,-‘(c5+), on a alors: 
(23) 
pour tout E > 0. 
D&monstration. On designe respectivement par x1, P,, P,, u, les 
prolongements de x, P, P et u et par P;‘, P; les operateurs paradifferentiels 
definis par ZZ& On a alors: 
x*(Pu) - B(x*u) 
= ~~:*(pl~l)-~l(~:*~l~l,+ 
=x:*(h~l-ph)l,+ + ~x1**(p;ul)-~;‘(x::*~l)~l,, 
+ (C - mxf*ul)l,+ 
=zI,~++zzl,++zz~I,+=flI,+. 
Pour Z, on utilise le lemme 4.6; comme u E Hstp- F,--p+E et les coefficients 
de P, sont de classe Hs+p~2-‘*~pfE, (PI- P;)IJ~EHS+~--*~‘,~, d’oti 
zEHS+P-*-yO). 
Pour le terme ZZZ, comme les coefficients de PI sont de classe 
H s+p-3-t,+E-p le m$me argument montre que ZZZE HSCP~3--E*E(~). 
Pour le terme’ZZ, UE HS+P--E,E-p, x et les coefficients de P, sont de classe 
HS+P-2--E,--p+E: en utilisant le point (ii) du lemme 4.4, on a ZZ= 
R UEHS+~-‘,-~+“~. On a done demontre f,EHS+P-3~E~2’2(u), ce qui 
te&ine la demonstration de la proposition 5.1. 1 
Maintenant, on peut demontrer le theoreme 3.9. 
Demonstration du thkoreme 3.9. En utilisant la proposition 5.2 il nous 
reste seulement a montrer x*(P~T)EH~+~-~-~(o+) pour ~“EHS+~-~(C%+), 
la solution de l’equation (6); mais dans l’tquation (6), on a PC= g E 
H” + p - *. Le lemme 4.8 implique alors, compte tenu de la definition de x* 
(formule (21)), x*(P~~)EH”+~-~-’ (o + ), ce qui acheve la demonstration. 
Maintenant l’optrateur paradifferentiel P est sous la forme: 
580/92/2-3 
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avec a/k? h ,, 
c>EH‘ti 4. ’ + ‘(o, ). A I’aide du calcul paradifferientiel. 
on verifie aisement qu’il existe a(.~, 5’) E Tp, i j, ;, elliptique, verifiant 
D, a(x, [‘) E T,:, i 4,i tel que si D, a(x, D’) designe l’operateur paradifferen- 
tie1 tangentiel de symbole II, u(x, r’), alors ZL&u(x, D’) = 20, a(.~, D’) 
modulo un operateur (s- 3 -n/2)-regularisant. En remplacant 2: par 
a(x, D’)fi, et P par 
u I-+ a ‘(x, D’) &u(x, D’)u) 
on se ramene alors a une equation paradifferentielle tangentielle du type 
Pv=D;v-R(x, D’)vEH’+~~~~=(w+) (24) 
oti v~H;,,(o+), RET:+?. 4,mi+l. On note par Y(X, 5’) le symbole 
principal de R. 
Nous avons done obtenu une equation paradifferentielle tangentielle 
canonique (24). Pour demontrer le theorbme 2.6 on va d’abord demontrer 
les resultats pour l’tquation (24) et puis retrouver I’equation (6) et la solu- 
tion de depart par la paracomposition x - ‘* et la proposition suivante. 
PROPOSITION 5.2. (i) Les differents prolongements de x et v” modifient 
x*(0”) par une fonction de clusse W+V--2pC’E(~+), pour tout E >O. 
(ii) Pour 6 < 0, on a 6 E H;X:,$b,2--t,6+E n HS+PA~l--E*~p+L+E si et 
seulement si x*(C) E H;~~,C~;)2~E,htE n Hs+pp’--c-Q+‘fc ozi (y,,,qb) = 
x*(&l, 4b). 
6. BICARACT~RISTIQUE GBNBRALISBE 
Nous demontrons maintenant le lemme 2.5, Lest-a-dire I’existence et 
l’unicite locale d’une bicaracteristique generalisee passant par les points de 
G* (c’est deja connu pres de T*0 u G,u Gg). Comme la regularite 
microlocale de la solution de l’equation (1) et les definitions de la section 2 
sont indtpendantes de la carte locale, on considbre desormais l’tquation 
paradifferentielle tangentielle (24) et on travaille dans la carte locale du 
bord o + c WT. On diminuera au besoin o + en gardant la m&me notation. 
Dans w,, le symbole principal p(x, 5) de P est &gal a 9: - r(x, l’). Nous 
pourrons supposer les coefficients a support compact en x, et 
d zrf,5,r(x, 5’) # 0 pour (x, t;‘) E G*. Nous etudions maintenant les notions de 
la section 2 dans 0,. Tout d’abord, l’ensemble de glancing G est defini par 
x, = 5, =O. En posant rI(x’, 5’) = (a”r/axi)(O, x’, <‘), j= 0, 1, comme dans 
[6], on a que 
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Cd= { (0, x’, 0, 4’); r. = 0, rl (x’, 5’) > O}, 
G, = ((0, x’, 0,5’); ro(x’, 5’) = 0, rl (x’, 5’) CO}, 
G3 = { (0, x’, 0, 5’); ro(x’, [‘) = rl (x’, <‘) = 0}, 
Pour le champ de vecteurs de gliding sur l’ensemble de glancing, on a alors: 
H; = H, sur G (25) 
oti r E Cd3 p”i2. Comme r E C2, la bicaracteristique gentralisee pres de 
GduoGy u H est bien dtfinie. Pour le comportement pres de G3, d’apres les 
analyses de [6, pp. 4344371. On a la: 
PROPOSITION 6.1. Soient y(r) un arc de bicaracteristique gtneralise’e, 
~(0) E G*, (y’(t), v’(t)) l a courbe de gliding issue de y(0) et e(t) = 
rl(y’(t), n’(t)). Si e(t) est croissant sur I, (resp. IL), y(t) est alors courbe 
integrale de HP issue de y(0) (resp. courbe de gliding issue de y(O)). Si e(t) 
est decroissant sur I, (resp. IL), y(t) est alors courbe de gliding (resp. 
courbe integrale de HP) issue de y(O). 
C’est exactement la proposition 24.3.8 de [6]. La seule modification de 
la demonstration dans notre cas, tient a ce qu’il peut exister un certain 
0 < 6 < T, tel que e(t) = 0 sur 0 < t < 6. Dans ce cas la en utilisant l’estima- 
tion (24.3.7) de [6], on a x,(t)=r,(t)=O sur 06 t66, oti x(t)= 
(xl(t),x’(t)), [(t)=(tl(t), t’(t)) est y(t), done y(t) est une courbe de 
gliding dans G3 pour 0~ t ~6. Mais, HP= HP” sur G3, y(t) est done aussi 
de courbe integrale de HP pour 0 < t d 6. Si 6 < T, on a encore y(6) E G*, 
et I’on peut reappliquer la proposition. 
Comme r E C2, en utilisant la thtorie des equations differentielles 
ordinaires et la proposition precedente, on a aussi dtmontre: 
THI?OR~ME 6.2. Soit t t+ y(t) un arc de bicaracteristique gtntralisee, 
y(t,) E G*. On designe par p,(t) la courbe de gliding issue de y(to). On a 
alors, sur chaque demi-voisinage de to, ou bien /?,(t)EGgv G* avec 
y(t)=P,(t), ou bien Pn(t)E Gd avec y(t)=exp tH,) y(to). 
Ce thtorbme donne aussi l’existence et l’unicitb locale de bicaracttristique 
generalide issue des points de G*. Le Lemme 2.5 est maintenant un 
corollaire du thtoreme 6.2. 
Remarque 6.3. On remarque aussi du theortme 6.2 que si y(to) E G*, et, 
pour t > to, fl, (t ) E Cd, alors p(t) = exp( tH,) j3, (I) approche uniformement 
y(t) quand ZH to. 
346 CHAo-JIANG XU 
Remarqur 6.4. Si p E C ’ , en utilisant les notations du chapitre 24 de 
[6], on a G*zG’\,G’ : en effet, si (x’, <‘) E G”\G’ + ‘, k > 2, on a: 
e(t)=aF ‘+O(f’ ‘) 
1 
a=-H 
k 4m x’, 0, <‘I 
2 p (k-2)! #O, 
done e(t) est monotone pour I # 0 sufiisamment petit. 
7. DEMONSTRATION DU TH~OR~ME 2.6 
Nous considerons maintenant l’equation paradifferentielle tangentielle 
(24) sur o, c 68: avec ~?w+ c &KY+, 
(31) 
od P = 0; - R(x, D’). 
Soit r une courbe bicaracteristique gentralisee avec Tr\ { G3\G*} = 4, et 
soient ao, c1 E r, [a,, a] designant un intervalle de IYSupposons que 
VEH&. Pour dtmontrer le theoreme 2.6, on doit alors montrer que 
UEHS,-6, pour tout 6 > 0, en dkoupant [ao, a] en un nombre fini d’art, 
on peut supposer a proche de ao. 
D’apres le theoreme 6.2, r et forme de morceaux d’arcs de courbes de 
gliding et d’arcs de courbes integrales de H, dans l’interieur de 0,. Tout 
compact de r comprend seulement un nombre tini de points de raccord, on 
peut done supposer que, dans [a,, a], a (ou ao) et seulement a est un point 
de raccord. On se ramene alors a Tune des situations suivantes: 
(i) [a,, a] c T*d+ 
(ii) Cao, a] est un arc de courbe de gliding 
(iii) [a,, a]\ac T*d+, et dans ce cas la, on a au choix: 
(4 aeH 
W a-% 
(c) a E G* et fig(f) E GJ pour t > 0 trb petit, oti /?, est la courbe de 
gliding issue de a. 
Pour (i), le thboreme de J-M. Bony [3], implique UE WE’ pour 
s’< 2s- 2 -n/2. Pour (ii) c’est le theoreme 2.10 de [7] (avec I’indice 
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correct). Pour (iii)(a) et (b), on applique le thkorime de [11] et le 
thkorkme 2.7 de [7]. I1 nous reste A ktudier le cas (iii)(c). Supposons 
[a,,al={y(t);t,~tQO), a = y(O) E G*. D’aprks le thkorkme 6.2, y(t) = 
exp( tH,) cI. Notons yE (t) = exp( tH,) P,(E), E > 0. Comme p E C2, il rksulte 
de la thkorie des Cquations diffkrentielles ordinaires que yE approche unifor- 
mkment y(t) quand E -+ 0. Par hypothkse, UE H$, V &ant un voisinage 
conique de CI~. 11 existe alors co > 0, et t, > 0 tels que yy) ( tl ) E V, il rbulte 
done de (iii)(b) que tl~H;b$;i, (6 >O), car Pg(cO)~ G, et en appliquant le 
thtorbme 6.5 de [7], la regularitt se propage le long de la courbe de 
gliding de flg(eO) A p,(O) = CL 
Nous avons finalement dCmontrC le thCorZme 2.6. 
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